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の間にある関係式をいくつも与えている．特に [Kro75]において H(n):= G(n) -F(n)として
導入されたこの値は，その後Hurwitz[Hur85]によって以下のように解釈されており，現在では
Kronecker-Hurwitz類数として知られている．
負の判別式d三 0,1 (mod 4)に対し， d= b2-4acを満たすような二次形式Q(X,Y) = [a, b, c] = 
a炉 +bXY+c戸で正定値（つまり a>O)なもの全体の集合を釦と書くことにする．このとき
a b 
モジュラー群r:= s噂）の山への右作用が (Qo [ ])(X, Y) := Q(aX + bY, cX + dY)に
C d 
よって定まっており，特に同値類 Qd/rは有限集合になることが知られている1. さらに rQをQ
の固定部分群とすると，その位数はQ£[a,a, a], [a, 0, a], otherwiseに応じて 1rQl=6,4,2で与え
られる．このとき n= -d > 0に対し， Kronecker-Hurwitz類数H(n)は







L(l, Xd) = f=(午=7r 2h(d) = 7r 







2類数の記号としてhがよく使われる．例えばGaussは[GauOl,Art. 291]において， "sih designet multitudinem 
classium in genere principali, .. "の通り，ある種の類の個数として記号hをあてている．どちらにせよ， aから gま
でのアルファベットを使い，その続きとして用いられた記号のように見えるが，どうなのであろうか？
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L(n-芦)H(4nー 芦） = Lmin(d, 竺3






考察している．正の整数mE Z>oに対し， jm(z)をj(z)の多項式でq-m+ O(q)の形の Fourier
展開を持つものとする．最初の数個を例示するなら，
れ(z)= j(z) -744 = q―1 + 196884q + 21493760q2 +・ ・ ・,




Trd(jm) := L jm匹）
QE釦;r1rQ1 
(d < 0). (1.4) 
ここでctQE lHIはQ(aQ,1) = 0となる上半平面lHI上の元としている汽このとき Zagierが示すに
は，任意の負の判別式d<Oに対し， Trd(jm)は整数であり，母関数





LTrr2_4n(j1) = 0 
rEZ 
を得ている．ここで (1.5)に従い補完的に Tr。U1)= 2, Tr1(j1) = -1としている．他にも時代は
00 
前後するが， 1996年に金子 [Kan96]はj(z)= L CnqnとFourier展開を表すときに， n>Oに
n=-1 
対し，
Cn =~{苔 Tr戸 n(j1) + r~ 苫~d ((-lrTrr2-4n(j1)-Trr2-l6n(j1)) }, (1.6) 
1 
＝ 





















, 0(z) :=区討，U4:区 a記→ 区 a4nqnとしている．また応用については 2016年
rEZ 
e4八伍
Murty-Sampath [MS16]が，％の漸近公式 Cn~ n→ oo)を金子の公式 (1.6)から求める⑫研/4
ことに成功している．これは従来の circle法を用いない別証明を与えている．
一方でJo(z)= 1と見るなら，その定義から Trd(l)= H(-d)である. (1.5)と同様に母閲数













がr。(4)に閲する重さ 2の準保型形式 (quasi-modularform)になることがわかる．ここで [KZ95]
00 









5ここでいうベクトル値モジュラー形式とは， [Bru02]で扱われているような関数f:]H[→ IC[L'IL]でWeil表現 PL
に付随する保型性を持つものである．
00 





た．正の判別式d三 0,1 (mod 4) に対し，ザ—4ac= dなる整数係数二元二次形式Q(X,Y) = [a, b, c] 
全体の集合を，改めて Qdとおくことにする．このときは先頭係数aに符号の条件はつけないことに
注意する．このとき dが平方数でないとして見 (1.4)と同様の量を考えようとすると， Q(z,1) = 0 
の根WQ,叫）は実二次無理数となり j(z)に直接代入することはできない．この問題に対して金子
[Kan09]は特異モジュライ j(aQ)の代わりに，サイクル積分























メントしておく．先と同様にjo= 1とし， dを特に基本判別式とするとき， length(CQ)= 2 log臼
であることから， (1.2)と同様の関係式
1 




ノルム 1なる最小の単数としている.d < 0のときも m=Oとm>Oの場合で状況が異なったよ
うに，その母関数







％が平方数のときはサイクル積分が発散してしまうため正規化が必要になる．詳しくは [BFI15,Theorem 1.1]. 
7ここでは記号の乱用ではあるが， j関数のZ=Wqにおける「値」という気持ちを込めてj(wq)とおいている．ま
た正確には，金子 [Kan09]は閉測地線Cqの長さで正規化したval(wq):= j(wq)/length(Cq)を考察している．





xv(Q) := {~f:) if (a, b, c, D) = 1, (r, D) = 1, 
if (a,b,c,D) > 1, 
で定める見ここでrはQが表現する任意の整数，つまりある整数の組x,yE Zが存在してQ(x,y)= 
rとなるもので (r,D)= 1を満たすものとしている．このときr= SL2(Z)に関する重さ 2kE 21: 
の (.i.E則とは限らない）実解析的モジュラー形式fに対して，捻れトレースを dD< 0のとき
lk 
2 
(R以）（匹） if k < 0,
T<,,n(f) ,~QJ'.,/c 恥 1籾(Q) X {互；：］）（匹）：: :: : (1.10) 
dD > 0で平方数でないとき
1 




こでTJ(z):= ql/24 fr(l _ qn)はDedekindエータ関数である．これはKroneckerの第一極限公式
n=l 
に現れる関数であり，例えばKronecker自身の論文を見ると [Kro85,X, p.383]において， d,Dが
互いに素な基本判別式で， dD< 0のとき，
Trd,n(-log(ylrJ(z)ド） = 7rTrd,1 (1)Trn,1 (1) (1.12) 
が成り立つことを示していることがわかる．一方で d,Dが同様に互いに素な枯本判別式で d>
O,D > 0かつ dDが平方数でないときについても， Siegel[Sie61,11-§3, Proposition 13]によって，
全く同じ形の等式




















まずkE枠が整数か半整数かに応じて r= SL2(Z)またはr= ro(4)としておく．このとき
"(=[: !]Erに対して保型因子Jk('Y,z)を
y'cz+d if k E Z, 
恥，z):= {け）豆1ご ifk E Z + 1/2 
と定めておく．ここで arg(✓司E(一7r/2, 7r /2]としており， d三 1(mod 4)なら位=1, d三 3
(mod 4)なら Ed=iとしてる．さらに重さ Kのスラッシュ作用素を (flk'Y)(z):= Jk('Y, z)-2k f(v) 
とする．
定義 2.1.実解析的関数f: ]HI→ Cが以下の 3条件を満たすとき， fはrに関する重さ k,深さ
r E½Z > 0の多重調和弱Maass形式であるという．
1. 任意の'YErに対し flk'Y= fが成り立っ．
町
2. 微分作用素(kf:= 2i炉一ーに対し，(.o・ ・ ・o(k o 6-k o (kf (z) = 0が成り立っ．ここでくの8ゑ
個数は2r個であり，添字は Kと2-kを繰り返す．




a2 a2 a .a 




ek: Ht→ H;=~/2,1 を満たすことに注意する．
• トレース Trd,D(f)の母閲数の保型性を調べるだけなら，半整数重さの場合はKohnenのプ
ラス条件を課した部分空間を考えれば十分である．つまり， J(x+ iy) =区nEZan (y)e21rinx 






• 深さ r= 1/2 は f が芝の微分で消えることを意味するので，つまり H~/2,1 は弱正則モジュ
ラー形式の空間となる．また深さ r=lのときがBuinier-Funke[BF04]において導入された





J(x + iy) =塁；（ば，ju肛(y)+ c~ ―,J弘 (y))e2rrinx (2.1) 
ここでc士 ECは複素定数であり，有限個の指数組(n,j)を除いて呂 =0である．またufい(y)n,J n,J 
はW-Whittaker関数13を用いて，
心 (y),~{ y合嘉w,~<•J\,,-J <••Inly) .~, il nヂo,
(-1戸(logy)jyl-k 2 if n = 0,
k aj 心 (y),~{ y―戸叫~(•Ji,,,-½(4elnly,m) ,~\ il n f 0,
(logy)j if n = 0,
で定義される関数である．このとき簡単な計算から
j(l -k)utf¥-;,(y)e-21rinx -j(j -l)uti二(y)c21rinx if n > 0,(;(uは(y),,m=)~{ -u炒,,-n(y),,m= if n < 0,
(-l)j (j吋＿＿此(y)+ (1-k)u聾紐(y)) ifn=O 
のような関係式（＋の方も同様）や，
u旦(y)e21rinx = (47rn)切 ifn > 0,
u冒(y)e21rinx= (4叫nle1ri)切 ifn < 0 




は正則な関数を定める．これを f(z)の正則部分14と呼ぶことにする．特に fE H~'1 のとき，こ













匹，m(y,s):= { r(2s)-1(41rlmly) ―~Msgn(m)がs-½(41rlmly)
y s-~ 
if m-/ 0, 
if m = 0 
を考える．ここでMμ,v(z)はM-Whittaker関数である．このとき Maass-Poincare級数は次で定
義される関数である．
叫 (z,s):= L (匹，m(y,s)e27rimx)'Y-
-rEr=¥r 
この級数はRe(s)> 1の範囲で絶対局所一様収束しており，また微分方程式




p。,-m(z, 1) = jm(z) + 24a-1(m) 
などが得られ，より一般に整数重さ kE 2Zについては
喜八z)(s+~-lr ifk<l, Pい(z,,)~{~い(z) し—り'ifk> 1 
とLaurent展開16するとき，多重調和弱Maass形式の空間U囀 z尻は{Fk,m,R(z),Gk,m,R(z)Im E 
Z,£E Z}で張ることができる．半整数重さ kE Z + 1/2についてはKohnenのプラス条件を課し
たものを考えたかったので， [Koh85,p.250]で導入されている射影作用素prtを用いることにす
る．これは重さ k=入k+ 1/2 (入kE Z)に対して，
戸 1 1 
prt(g) := (-l)l 2 」2yl2(L (glkA)lkBv) +秒
v (mod 4) 
で定まる作用素である．ここで， 9lk("Y,<jJ(z) :=¢(z)-2kg("Yz)とし，
A:=([~!] ,e予）， B,_,:= [L~] 
である．これによりプラス条件を満たすPoincare級数Pt,m(z,s):= prt(Pk,m(z,s))が得られる．
上と同様の議論を行おうとすると， k= 1/2, 3/2のときに s= 3/4まわりでLaurent展開をする
必要が出てくるため解析接続をより左へ伸ばす必要が出てくるが，これは可能である.([Mat19b, 
Section 2.3] にまとめている）．実は任意の kE 枠に対し，空間 H:•' の基底を明示的に記述する
こともできる.([Mat19+, Theorem 1.4], [Mat19a, Theorem 1.1]) . 




こでMaassの昇降作用素は Z= X +iyとするとき，
8 k 
Rk := 2i-+ -,
8z y 
a 
Lk := -2i炉―az 
で定まる微分作用素である．詳細については例えば[BFORl7, Chapter 5]にまとめてあり，
では性質
• 任意の1E rに対し， Rk(flk,)= Rk(f)lk+21, 伝(flk,)=伝(f)lk-21・
• △け＝入fのとき，△k+2(Rk(f)) = (入+k)凡(!), △ k-2(Lk(f)) = (入-k+2)且(!).






Trゅ (P2k,m(z,s))=(4n:lml)-k r(s) x{ r(s)-l~。<nlm(息）bふi"!誓，~+¼)
r(s -lkl) 2•-1n: ―剛Dlh(s,xD)b½,io, ~+¼) 
if m =J 0, 
if m = 0, 
となり， dD> 0が平方数でなく (-l)kD>Oならば，
Trd,D(P2k,m(z, s) = (-1) 
k2s-lr(号）r(彗）
x { (4,lml)-'(dD)l 区。<~四げ）外，,("~P,l +l)
r(s)2s-lず剛dl½IDI万L(s,xD)外，d(O,~+¼)
if m -I0, 
ifm = 0, 
最後に dD> 0が平方数でなく (-IlD< 0ならば， Trd,n(P2k,m(z,s) = 0となる．ここで，
b知，m(n,s)はP乙(z,s)のFourier展開
Pら(z,s) =匹，m(y,s)e21rimx+区叫(n,s)Wk,n(Y, s)e2,rmx 
(-1)入kn=0,1(4)
に現れる係数であり， Wぃ(y,s)は{「(Hsgn(鴫）ー 'Inl'-'(4c Inly)―¥ w,~<•ll ,•-½(4叫nly)
訊，n(Y,s) := (41r)l-kyl-s-½ 
(2s -l)r(s -k/2)r(s + k/2) 
で定まる関数である．
ifn=JO, 





れば [Mat19b,Theorem 4.1.6, 4.1.7, 4.2.3, 4.2.4]を見よ）．
定理 2.4.上記の記号のもと，母関数
区Tr謬(f附＋区 d―~Tr-sgn(D)d,D(f)qd if (-llD > 0, 
-sgn(D)d=D,1(4) 
d>O 
区這(f)q八区 k-1 d 2 Tr_ sgn(D)d,D(f)qd が(-IlD< 0, 
-sgn(D)d=D,1(4) 
d>O 
と噂(f附+ L d—½Tr:;!(D)d,D(f)qd 
sgn(D)d三0,1(4)
d>O,dlDI=ロ
+ L d—½Trsgn(D)d,D(f)qd if(-1)い＞〇
sgn(D)d二0,1(4)
d>O,dlDI#ロ
はそれぞれ几(4)に関する重さ 3/2-k, k + 1/2, k + 1/2の多重調和弱 Maass形式の正則部分に
なっている．ここで， LdTrd惜(f)qdはdEZに関する補完的な有限和で， Tr閏ら(f)はdlDI=ロ
のときに定まる適切な正規化項である．それぞれ明示的に記述することができる．










正則部分もまたトレースの母関数になっていることがわかる.[Mat19b, Theorem 4.2.5]. こ
れは [ANS18,Theorem 1.1]や [ANS18-pre,Proposition 1.3]の一般化を与える．
最後にモチベーションにあった式 (1.12), (1.13)について考察しておく．まずd> O,D =J lで
dもdDも平方数でないとするとき， Trd,D(-log(yl77(z)ド））について考える.Kroneckerの第一極
限公式より，定数C=~('Y -log 2 -6~ り）を用いて
lim [凡,o(z, s) 
S→1 
- 3/1r ] = -~log(ylry(z) ド）+c 
s -1 1r 
とかけることを思い出すと，命題2.3の明示式， dナロのとき Trd,v(l)= 0となる事実，および
bk,m(n,s) = bk,n(m,s)の対称性から，上の定理の帰結として，（ある定数 O!E (Cを用いて）
[d―らTrd,v(-log(ylry(z)ド））の母関数］＋（非正則部分）
= a0(z) + IDlh(l,xv) 
3 






= a'0(z) + 3 [覧。(z,s)のs= 3/4における定数項］
となることも上の定理からすぐにわかるので，正則部分の d番目の Fourier係数を比較すること
で，次を得る．






















メトライズすれば良い．次に Pell 方程式呼— d炉 =4 を考える．詳細は [Sar82] などを見れば良
いが，この方程式の正整数の最小解を (x,y) = (xo, Yo)とおくとき，行列
匹：＝「こ。こ]Er= SL2(Z) 
は固定部分群rQの生成元を与える．つまり， rQ= {士TらInE Z}が成り立っ．（但し兄尉のどち
らを生成元として選ぶかは， SQの向きによる）．以上から， (1.8)の式は次の表示を持つ．
j(wQ) := fcQ j(z)ds = 1。7叩 oj(z)羞〗 (3.1) 
ここでこの値はzoESQの取り方によらず（但し積分路はSQに属するように取る），特にj(z)は1HI
上で正則なので， ZoE lHIや積分路を任意に取っても値は変わらない．ここで汀 >1を（極大整環と




は限らない）整環切の単数で，ノルムが1となるような最小のものとするとき， E:d= ' xo +yo、
2 
および，
length(CQ) = J 如 0 ./d,dz 





1=士初(n> 1)の形で書けず， itr('Y)I> 2)に対し，二次形式Q7(X,Y) := cX臼(d-a)XY-bY2 
を対応させ，積分
I7(j) := Jvo j(z) dz 
z。 Q7(z,1) 










lw(j) := 2 J dz 






式なら（符号の差を除いて） I (1) 
2logc出 2£(1,Xd7) 
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